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INTERVALI ZAUPANJA

Ocene statisticnih parametrov delimo na tockaste ocene in intervalne ocene. Natancneje si
bomo tukaj ogledali intervalne ocene neznanega statisti¢nega parametra. Za niz podatkov
) TR Xp je potrebno izbrati interval (g;, g2), ki naj ima lastnost, da z veliko verjetnostjo
pokriva neznani parameter t.
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Skica intervala ocene parametra

Privzamemo, da je vrednost 7 € (g, — g,)in velja, da je = 1. Z veliko verjetnostjo lahko

jam¢imo, da je absolutna napaka pri pribliZevanju neznanega parametra t vrednosti 7 ni vedja
od 0= ‘ 8, g1| . Meje g; in g, intervala { g gz} so odvisne od niza podatkov xj,...... X,, tako

da lahko zapisemo:

Niz x1,...... Xy predstavimo kot vrednost naklju¢nega vektorja (Xi,.....,X,), kjer so X;in X,
neodvisne slucajne spremenljivke s skupno verjetnostjo porazdelitve P € P, (P je razred

dopustnih porazdelitev verjetnosti), tako da lahko g; in g, razumeta kot vrednosti statistike.
2 G =h(x....x), G,=h(x,...x,),

Statistike G; in G, so izbrane naklju¢ne spremenljivke, katerima v odvisnosti od parametra t,
pripadajo odgovarjajoce porazdelitve verjetnosti. Postavimo zahtevo:

3) PG (t{G,)=y teb,
kjer je y(0(y(1) izbrana realna vrednost.

Ce so meje g; in g, intervala { 8 gz} dobljeni kot vrednosti statistike G in G, pri Cemer je

zado¥¢eno pogoju (3), tedaj lahko reGemo da je {g,, g, } interval zaupanja verjetnosti y za

neznani parameter t.

Vrednost y imenujemo tudi stopnja zaupanja, obi¢ajno se za parameter y privzema vrednost
v=0,95 oziroma y=0,99, govorimo o 95% oziroma 98% zanesljivosti izvedene ocene intervala,
odvisno od 95 odstotne ali 98 odstotne stopnje zaupanja.

Ce, na primer vzamemo 95% interval zaupanja, lahko pri¢akujemo da se bo ob veckratnem
jemanju naklju¢nega vzorca vsaj v 95% primerih dobili interval zaupanja ki bo vseboval
neznani parameter, oziroma bo najve¢ 5% premerov, ko interval zaupanja tega neznanega



parametra ne bo vseboval. Seveda imamo z 99% intervalom zaupanja bistveno vecjo
verjetnost, da bomo v interval zajeli neznani parameter, vendar bo ta interval Sirs$i od 95%
intervala zaupanja.

VpraSanje kateri interval (95% ali 99% ali kakSno tretjo vrednost)zaupanja izbrati ni
vprasanje, ki bi ga obravnavala statistika oziroma matematika, temve¢ je izbor povsem stvar
ocene in izbora strokovnjaka o vplivu posameznih faktorjev (zanesljivost, velikost
napake...itd) na kon¢no odlocitev in na prakti¢ne posledice posledice.

Teoreti¢no gledano je izbor intervala zaupanja verjetnosti y za neznani parameter t, ki obstaja
v dani mnozZici dopustnih porazdelitev P ={P, : 1€ 6} statistika (2), ki izpolnjuje pogoj (3). V
praksi se interval zaupanja izbira tako, da se za vrsto n neodvisnih merjenj xi,...... Xn
vrednosti naklju¢ne spremenljivke X izracunajo vrednosti g; in g in statistike G1 in Gy.

Statistike G1 in G; niso enoznacno dolo¢ene glede pogoja (3). V kolikor obstajajo statistike,
ki zadovoljujejo pogoj

4 PG, (1(G,)=7,teb,
potem te statistike zadovoljujejo tudi pogoj (3), o€itno pa obstajajo tudi statistike, G1 in G; ki
zadovoljujejo pogoj (4), ne pa tudi pogoja (3).

Ce statistike G1 in G, zadovoljujejo pogoj (4), dobimo tako imenovani najoZji interval
zaupanja verjetnosti y.
Ne obstaja neka univerzalna metoda za iskanje intervala zaupanja , vendar veliko konkretnih

primerov reSujemo na naslednji nacin: Predpostavimo da je T izbrana cenika za neznani

parameter t, tako je T naklju¢na spremenljivka, kateri pripada odgovarjajoc¢a porazdelitev
verjetnosti, odvisna od parametra t. Postavimo zahtevo:

(5) Pl ®(T(c,)=y,teh,

pri Cemer so ¢ = ¢,(t) in t+> c,(t) monotone funkcije za katere velja, da je

¢, (t) <c,(t) (te 8), sledi da obstajajo odgovarjajoCe inverzne funkcije h; in h,, tako da lahko
(5) zapisemo v obliko:

6) P(h(T)(t{h(T)=y

Predpostavimo da so h,(’i“) in h, (T) kot funkcije naklju¢ne spremenljivke T, prav tako
naklju¢ne spremenljivke, ¢e primerjamo z (4) in (6) vidimo, da je G, = hq(T) in G, h, (T) .
S tem je reSeno tudi problem skrajnih tock intervala zaupanja verjetnosti y za neznani

parameter t. Problem ostane v tem, da je potrebno izbrati porazdelitev verjetnostne cenilke T
in potrebno je najti funkcije c; in c,, ki izpolnjujejo pogoj (5).



PRIMER 1
Predpostavimo, da je za P = {N (t,0°); te ]R} potrebno izbrati interval zaupanja verjetnosti y

. . .y . . 2
za neznano verjetnost 4 =t za normalno porazdelitev, pri Cemer je znana varianca o~ .

V praksi takSne primere srecujemo na primer, kadar proucujemo proces proizvodnje
dolocenega izdelka (vijak, ploS€ica...itd) na nekem stroju, ki je nastavljen tako, da ima
proizvod doloceno predpisano dimenzijo (npr dolZino). Zaradi razli¢ni vzrokov je dimenzija
X nakljucna spremenljivka, za katero se predpostavlja, da ima normalno porazdelitev

N(u,0%), kjer je p odvisen od nastavitve stroja, medtem ko je o” odvisna od natanénosti in

tovarniske kvalitete stroja, kar je znano v naprej. Na podlagi merjenj xi,...... Xn dimenzije X
na izdelanih proizvodih, Zelimo preveriti ali je stroj pravilno nastavljen; oziroma ali se
parameter i nahaja v mejah tolerancnega polja, ki je vnaprej predpisano.

Teoreti¢ni del problema lahko reSimo tako: Pojavi se spoznanje, da je

A 1 . . . .o 1 .
T=X=—(x, +...+x,) cenilka na neznani parameter t = p in da je X ~ N(t,— o). Potrebno je v
n n

skladu s (5) najti funkciji ¢ in c,.

Predpostavimo da je

(7) P(z—/li (X (1+2-Z
n

=20 -1, 1(0
T &j WL A

1n vzamemo

©®) c(t)=t-A-L, c,(t)=1+A-—
n

Jn Jn
vidimo, da so to strogo narascajoce funkcije parametra ¢ € R in lahko (7) zapiSemo v obliko:

9 Pl Xx-1-2 X+1-Z
) ( \/;U( +\/;

Primerjamo (9) in (6), vidimo, da A dolocena iz pogoja 2P (A)—1= A, Cemur sledi, da je

szfb(/i)—l.

I+y
5 )

Vidimo, da so iskane statistike G1 in G, kot naklju¢ne meje intervala zaupanja verjetnosti y
podane s formulami:

(10) A=z, =¢7(

(1) G=X-z,-=, G,=X+z7,~—=

T N

Opazimo, da so statistike G1 in G, poleg tega da sta funkciji cenilke X , tudi odvisni od
verjetnosti y in velikosti vzorca n, medtem ko je Sirina intervala zaupanja:

7

odvisna le od verjetnosti vy in ni naklju¢na spremenljivka.

(12) 6=|G,-G/|=2z,



Kot je znano se funkcija ¢ in njena inverzna funkcija ¢~' nanagajo na standardno normalno
porazdelitev N(0,1), tako, da lahko vrednosti z, izraCunamo iz tabel. Za najpogosteje
uporabljene vrednosti verjetnosti y so odgovarjajoce vrednosti z, izraunane po formuli (10)

so navedene v tabeli:

Tabela 1 Yy 1090 1095 |0,99
Y 0,90 | 0,95 | 0,99 n
Z 1,65 | 1,96 | 2,58 25 10,66 0,78 |1,03
100 10,33 10,39 0,52
400 | 0,16 | 0,20 | 0,26

Tabela 2

Glede na (12) in tabelo 1 opazimo odvisnost med Sirino intervala zaupanja, pripadajoce
verjetnosti in velikosti vzorca, kot je prikazano v tabeli 2. Tam so za izbrane velikosti vzorcev

2
N

n in verjetnosti y navedene vrednosti veli¢ine 0 = z, , kar prikazuje Sirino intervala za

o =1. Grafi¢ni prikaz je na sliki spodaj.

0
1_

0,90 0,95 1

Slika odvisnosti veli¢in n, ¥ in

Sedaj lahko navedemo konkreten primer izbire intervala zaupanja. Recimo da je =2, in da
smo na vzorcu velikosti n=25 izracunali povpre¢no vrednost aritmeti¢ne sredine x =12, nato
pa bo glede na (11) in tabelo 1 interval zaupanja pri verjetnosti ¥ =0,95 imel naslednje meje:

8 =X—z,— :12—1,96%:11,22

5

8, =x+z, :12+1,96-§:12,78

SE



Rezultat je, da se neznano pri¢akovanje 4 nahaja v intervalu {11,22; 12,87}, vendar ta

rezultat ni absolutno natancen, saj ima verjetnost 95%, kar pomeni, da z uporabo omenjenega
postopka lahko pri¢akujemo 5% napacnih zakljuckov (stopnja tveganja); ¢e vzamemo
verjetnosti ¥ =0,99, se pravi da toleriramo samo 1% napacnih rezultatov dobimo vrednosti
za meje intervala zaupanja naslednje:

g1=12—2,58%=10,97, g2=12+2,58%=13,03.

Glede na formulo (12) je mogoce, da za v naprej dolo¢eno napako J, pri aproksimaciji
neznanega parametra t na vrednost ¢ iz intervala zaupanja verjetnosti ¥ dolo¢imo potrebo
Stevilo n naklju¢nega vzorca. Vstavimo & = ¢, in iz (12) dobimo:

(13) n=2 (%}

In ¢e za mero napake vzamemo standardni odklon &, oziroma vstavimo &, = ko se izraz (13)
spremeni v obliko:

4z3
(14) n=—3".

vidimo, da je Stevilo n, potrebnih merjenj za izbor intervala zaupanja verjetnost ¥ obratno
sorazmeren s kvadratom dovoljene napake. Na primer, ¢e za verjetnost ¥ vzamemo vrednost

0,95, se tolerira napaka za eno polovico standardnega odklona, k=0,5, in lahko na podlagi
formule (14) izraCunamo, da je potrebno vsaj 62 merjenj preizkusane naklju¢ne spremenljivke
X.

Odpvisnost $irine intervala zaupanja od dopuscene napake ¢, in velikosti vzorca n je prikazana
na sliki.
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Odvisnost napake (k) od velikosti vzorca (n)



2. Primer

Zastavimo si nalogo, da izberemo interval zaupanja verjetnosti ¥ za neznani parameter t

enakomerne porazdelitve U(0, t) (¢ ) 0). ML-cenilki f; = max(x,,......,X,) Zaneznani
parameter t pripada verjetnostna porazdelitev, prikazana s formulo (19) iz poglavja 6.1. Z
apliciranjem relacije (5) na cenilko YA"Z dobimo:

P(c, (1)(T(ey (1)) = {ﬂ} {L)} =7

t t

Potrebno je najti monotone funkcije c; in c,, katere zadovoljijo pogoje zgornje enacbe. Glede
na to, da je pri enakomerni porazdelitvi U(0, t) vsaka izmerjena vrednosti x, <t (i=I,......,n),

bo tudi fz = max(x,,......,X,) <t. Vzamemo, da je c,(t) =¢, c,(t)=kt, in postavimo zahtevo
k (0 (k{ 1), tako da velja:

A e

Iz ¢esar opazimo, da je k =4/1—y in lahko zapiSemo:

. , . T
Pt§fl-y (T, (H=y,in P(T, <t<ﬁ)=7

Primerjanje te relacije z relacijo (4) nam pokaZe, da so naklju¢ni robovi intervala zaupanja
verjetnosti ¥ za parameter t enakomerne porazdelitve U (0, t) podani z formulami:

T,

n[l_y

Na primer ¢e vzamemo ¥ =0,95 in n=25, dobimo vrednost {/1-y =%/0,05 = 0,89, in je tA2

maksimalna vrednost v nizu merjenj (x,,......, X,s) , potem so odgovarjajoc¢i robovi intervala

Glzfz’ G, =

zaupanja za parameter t enaki:

. i )
=t,, =——=1,12¢
81 =1 253 0.89 2

b

V primeru je Sirina intervala enaka:

Az‘GZ—G1|:f2(

Vrednost Sirine intervala zaupanja:



je sorazmerna vrednosti 7, cenilke 7, s faktorjem sorazmernosti d

d= ! -1
n[l _ 7/
pri cemer bolj konkreten pregled odvisnosti med veli¢inami n, d in ¥ najdemo v tabeli.
n d
7y=0,90 | y=0,95 | y=0,99

2 2,16 3,47 9

5 0,58 0,82 1,51

10 0,26 0,35 0,58

29 0,12 0,16 0,26

50 0,05 0,06 0,10

100 0,02 0,03 0,05
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Pause, Zeljko: Uvod u matematicku statistiku
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